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PROBLEMA 1

Evaluar esta integral.

/02 LxZJ xdx

en donde |y]| es la funcion parte entera: Si la expansion decimal de y > 0 es a.bede . . ., entonces
ly|] = |a.bcde...| =a (a >0)

(Otros nombres y simbolos: funciéon piso, funcioén entero mayor, E(y), Ent(y), [y].)

Solucion

Primero calculamos |2?].
VE<r<Vk+tl =— k<al<k+1 =— |2?] =k

Para poder evaluar la integral, la expresamos como la suma de integrales en intervalos de tipo

(\/E, \/k——i-1> , k entero

2 V1 V2 V3 V4
/ Lxﬂxdac:/ Oxdx—i—/ 1xdx+/ 2xdx+/ 3z dx
0

NG Vi V2 V3
=0+ —2° + 22 + =2
2 | V2 V3



PROBLEMA 2

Hallar los puntos de inflexion de la funcion

flz)=e™®

Solucion

Los puntos de inflexion son los puntos en donde f”(x) =0y f”(z) cambia de signo. Esto implica
un cambio en la concavidad de la curva.

Los puntos de inflexiéon son



PROBLEMA 3

Evaluar esta integral

/\/gx%—l
5 dx
0 a —|—1

Solucion
/*/gx—i—l
—dx
o 2241
V3 V3
T 1
= d —— 4
/0 2?2 +1 ;1:—1—/0 21
1 V3 2 Vi
:_/ v dm—i—/ A
2 ), 2?2+1 o r2+1

1 /Y3 V3o
—— — (2zd —— d
2/0 x2—|—1<x$)+/@ 21

Ena la primera integral, hacemos el cambio de variable

uw=uz>+1, du = 2x dzx, OSxS\/nggugél

y continuamos

1 (41 V3o
—— | =4 d
2/1u“+/0 241

+tan" 'z

1

= —lnu

2

(In4 —1In1) 4+ (tzm_1 V3 — tan™! O)
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PROBLEMA 4
Hallar el valor maximo y el valor minimo de la funciéon
flz) =av2—a?

en su dominio.

Solucion
Dominio
2—12°>0
—V2<z<V2
Derivada

f(@) = @) (V2=2%) + (@)

m)’

- (1) (V2=2?) + (@) <—

_2—a? x?
V2 —12 2 —2a?
2227

V2 — 12

Los puntos criticos son

Comparando los valores de f(x) en los puntos criticos y en los extremos del intervalo

—V2<r<V2

z | f(z)
_\/§ 0
-1 -1

1 1
V2

max: f(1) =1
min: f(—1)=—1



PROBLEMA 5

Hallar los puntos de la parabola

més cercanos al origen.

Solucion

Cualquier punto de la parabola tiene coordenadas
(z,1—2?)

La distancia del punto (z,1 — z?) al origen es

D(z) = \/xQ +(1—a2)2=Vat—22+1
Como la funcién raiz cuadrada es creciente, es equivalente hallar el valor minimo de
g(z) =D(x)?=2* -2 +1

Observamos que

g/(x):4x3—2x:4w(x2—%):435(x+%) (x—%)

Derivada

Puntos criticos

Comparando valores

r | 1—2%]|g(x) | D(x)
—00 | —oo | oo 00
1 1 3 V3

V2 2 4 2

0 1 1 1

L 1 3 V3

V2 2 4 2

00 00 00 00

Los puntos de la pardbola méas cercanos al origen son

(+573)

La distancia minima es

1
D (i_> _ V3
2 2
Alternativa
Completando el cuadrado
1\> 3
p— 2 -_ -
g9() (ﬂf 2) +7
Se alcanza un valor minimo cuando .
2
- =0
Ty

Alternativa
Recta tangente y recta normal.



PROBLEMA 6

Suponer que una caja rectangular tiene una base cuadrada y que su area de superficie es 24cm?.
Hallar el volumen méaximo posible de la caja.

Solucion

Suponer que las dimensiones de la caja son x por x por y. Entonces el volumen V' y el area de
superficie S de la caja estan dados por las formulas

V=s*y vy S=22"+4zy, (v>0,y>0)

El problema es un problema de optimizacién: Hallar el valor maximo de la funcién V = 22y sujeto
a la restriccion 222 + 4xy = 24. Despejamos por y en la restriccion y luego sustituimos en la
formula de volumen:

222 + 4oy = 24
2 4 2zy = 12
12 — 22
v= 2x
V =22y

Calculamos el punto critico:

Para clasificar como maximo o minimo:

V"(z) = —3x

V'(2) = —6<0

Es un maximo. La base es un cuadrado de dimensiones 2cm por 2cm. La altura es

1222

T

La altura también es 2c¢m, por lo tanto la caja de volumen méximo es un cubo de dimensiones
2em por 2em por 2cm. El volumen méximo posible es

V =23 = 8m?



PROBLEMA 7

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = 22° + 32° + 62

en el punto
z=1

Solucion

flx) =22 +3* +60 = f(1)=11

fl(r) =62 +6x+6 = f/(1)=18
Recta tangente

y = fla) + f'(a)(z — a)
y=f1)+ f (1) -1)

y=11+18(x — 1)



PROBLEMA 8
Hallar la ecuacion de la recta £ que es tangente a las curvas
y=fx)=2"+x+5 vy y=ge)=2"-5c+20

en los puntos P y @, respectivamente. Ver la figura.

34

xY

Figura 1: Recta tangente comin a dos pardbolas

Solucion

Ver la figura.

[ R ——

x Y

Figura 2: Enter Caption

Como la recta £ es simultdnemente

1. la recta determinada por los puntos P(a, f(a)) v Q(b, g(b)),
2. la recta tangente a la curva y = f(z) en = = q,

3. la recta tangente a la curva y = g(x) en z = b,

las pendientes calculadas a base de estas tres condiciones seran iguales:

f'(a) =g'(b)

2a+1=2b—-5

b—a=3
b=a+3



(a+3)?—5(a+3)+20—a*—a—5

g(b) — f(a)
b—a

(b* — 5b+20) — (a®> +a +5)

= ['(a)

=2a+1

b—a

3

=2a+1

a?+6a+9—5a—154+20—a —a—5=6a+3

La ecuacién de la recta £ es

y=f1)+ f()x-1)
y="T+3(x—-1)

y=3r+4

10

9=06a+3
a=1
b=4



PROBLEMA 9

Hallar los puntos de inflexion de la funcion

f(z) = 2" — 62° 4 1222

Solucion

f(z) = 2* — 62° 4 1222
f'(z) = 42® — 1822 + 24x
f"(z) = 120* — 362 + 24
f(z) = 12(2* — 32 + 2)

f(z) =12(z — 1)(z — 2)

f’(x) =0enxz =1y x =2y cambia de signo en esos puntos. Por lo tanto, son puntos de inflexion

de f(x).

11



PROBLEMA 10

Hallar los puntos de inflexion de la funcion

Solucion

Aplicamos la regla de la cadena y la regla del cociente para calcular f”(z).

fl@)=(a*+3)7"
f'(@) = (=1)(a* +3)7*(22)

oy 2
I ==t ap

ey (2@ +3)? — (22)(2(2? + 3)(2))
fie) == (w2 13y

v 2(x? + 3)% — 82%(2% + 3)
fi@) = - (22 4 3)%

weoy o 2(2* +3) (2% +3) — 42?)
fiw) == (2% 4 3)*

v _2(3—3x2)
f ([E)— ($2+3>3

" _ 6(x2 _ 1)
) = gy

v v B6x+1)(z—1)
A FERE

f"(x) (v por lo tanto la concavidad) cambia de signo en z = +1.

12



1. PROBLEMA 11

Hallar la ecuacion de la recta tangente al circulo

en el punto

Solucion

v? +1y? =25

13



2. PROBLEMA 12

Hallar las coordenadas de los puntos de la elipse
i Ty + y2 =1

en donde la recta tangente es horizontal.

Solucion

xQ—xy—l—yz:l
20 — (ly+xy/) +2yy' =0
20—y —xy +2yy =0

22 —y)+Qy—2)y =0

y/ _ _21: —Y
20—
y/ _ 2z — Y
T — 2y
La recta tangente es horizontal cuando
y =0
2r—y
r—2y
20 —y =0
Yy =2z

Sustituimos y = 2z en la ecuacion de la elipse y obtenemos

2 —axy+yt=1
2 —z(2r) + (22)* =1

22— 2+ 422 =1

322 =1
1
2—_
T3
:1:1
r=+—
V3

Los puntos son



3. PROBLEMA 13

Evaluar esta integral

3
/ V9 — 22dx
0
Solucién
Hacemos la sustitucién
uw=9—a? du = —2xdx, r=0 = u=09, r=3 = u=0
3
/ V9 — z2dx
0

— _% /03 V9 — 22 (—2zdx)

1 0
:——/ Vudu
2 Jo
9
:1/ u'’? du
2 Jo

9
L2 s
2 \3

(9")

0

W

15



4. PROBLEMA 14

Evaluar esta integral.

/ 1
dx
(COS T + sen .23)2

Solucion

Multiplicamos numerador y denominador por sec? z.

/ 1
dx
(cosx + senx)?

sec? x
= s dx
(cosx + senx)?sec? x

sec? x
= 5 dx
(cosxsecx + sen x sec )

/ sec? q
= ———dx
(14 tanx)?

Sustituimos
u=1+tanz, du = sec’ z dx
1 2

= m (SGC .Z'dl')
1
1

=——4+C
U

1

=+ C

1+tanx +

16



5. Problema 15

Hallar el area de la regiéon encerrada por las curvas

xy =4 y rT+y=>5

Solucion

Despejamos por y para expresar las curvas como funciones

y=—- 'y y=d—-x
T

Los puntos de intersecciéon se encuentran por inspecciéon o resolviendo

4
—=5—-z
T

4 =51 — x°

22 —br+4=0

(x—=1)(z—4)=0

El 4rea de la region es

Ver figura.

Figura 3: Area entre hipérbola rectangular y recta

17



6. PROBLEMA 16

Hallar la ecuacion de la recta tangente a esta curva en z = 1.

Tt
= dt
Y /0 14t

Solucion

Escribiendo

Tt
fa) = |

y aplicando el Teorema Fundamental de Calculo,

f@) =
Y 1 1
=973

Por otro lado

ot 11

Hacemos la sustituciéon
uw=t% du=2tdt, 0<t<l+—0<u<l

y obtenemos

1/t
1) == d

= —arctanu

0

1
=3 (arctan 1 — arctan0)
1 /m
=5(5-9)
T
1) = =
=1

Ahora sustituimos en la ecuaciéon de la recta tangente.

y = fla) + f'(a)(z — a)

y=f1)+ f()-1)

| —

y=3+5@-1

18



7. PROBLEMA 17

Hallar los puntos criticos de la funcion

Solucion

Escribimos

Por el Teorema Fundamental de Calculo,

f(x) = e (en)? (ex) —e™®

Puntos criticos

flx)=0
61—62:1:2 _ 6—952 =0
61—62:E2 — €—$2
In (elf@Q’“g) =1In (e*ﬁ)
1—e?x? = —a?

1=2%(*—1)
1

2 _

T e

r ==

19




